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WSTĘP 


Teoryi przekształcenia kwadratowego dotąd w żadnem nie znalazłem kompendyum, na żadnem się 
więc opierać nie mogłem. Pierwszy punkt wyjścia tej kwestyi jest praca MaGNusa (Crelle z r. 1831); 
są także w pracy Jac DE Bruxo (Théorie de l'élimination 1859), pewne natrącania o teoryi przekszał- 
cenia kwadratowego. Przytacza ją dalej Sarmon i CtEBsca, ale każdy z nich ogranicza się tylko na 
kilku wyrazach. W ostatnim dopiero czasie, po ukończeniu pracy niniejszej, ogłosił p. AMIGUES 
w Nouvelles Annales (Septembre-Dćcembre 1877) pracę pod tytułem : « Mémoire sur ies transforma- 


tions de second ordre dans les figures planes », w której zupełną prawie teoryę przekształcenia kwadra- 
towego podaje. 


Materyał do pracy tej zawdzięczam profesorowi Rosanes. Stawiał on w seminaryum 1878 zadania 
dotyczące jednokładności, przekształcenia odwrotnego i kwadratowego ; zadania te musieliśmy roz- 
wiązywać i opracowane profesorowi Rosanes przedkładać. Zebrać to, co sam napisałem, było celem 
pracy niniejszej. Ile praca ta zawiera mej własności, niech czytelnik sam osądzi ! 


S. RYCHLICKI. 


ART. II. 1 
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$4. 
Podstawiając w funkcyi » zmiennych 


n=" 
is Tipin- | (alba; ia) zamiasł 1i= Ñ inyi 
k=l 


funkcya f(££2...£n) stanie się funkcyą n zmiennych y, np. g(Yy1Y2--Yn), gdzie (y1..-yn) zależeć 
będzie od współczynników funkcyi /(cytą...2„) i podstawienia linijnego 


ti = Slik Yks 


operacyę tę nazywamy przekształceniem funkcyi f za pomocą pewnego podstawienia. W przypadkach 
szczególnych, gdzie n=2,3 albo=4, funkcya f przedstawiać będzie figurę geometryczną i to 
odniesiona do układu spółrzędnych prostokątnych, trzylinijnych albo czteropłaszczyznowych. W tych 
samych przypadkach funkcya 9(y17::-9») przedstawiać będzie figurę geometryczną, odmienną oczy- 
wiście od figury przez funkcyę f przedstawionej; dwie te figury jednak połączone są z sobą w pewien 
związek za pomocą owego podstawienia; związek ten nazwiemy pokrewieństwem a figurę jednę drugiej 
pokrewną lub odpowiadająca ! 


Mając więc dane równanie jakiegokolwiek miejsca geometrycznego otrzymujemy za pomocą danego 
podstawienia inne miejsce geometryczne; figura ta znajdować się będzię na tej samej płasz- 
czyznie co i pierwsza, ale odniesiona do innego układu spółrzędnych oznaczonego właśnie owem 
podstawieniem. W tym więc przypadku przekształcenie funkcyi / byłoby tylko zmianą spółrzędnych. 
Związek len jednakże inaczej jeszcze pojąć i tłomaczyć możemy! Zamiast bowiem uważać obie figury 
jako odniesione do różnych układów spółrzędnych na jednej plaszczyznie, możemy je widocznie od- 
nieść do jednego układu spółrzędnych na dwóch płaszczyznach. W ten sposób badanie pokre- 
wieństwa i związków figur geometrycznych przenosimy na pole daleko obszerniejsze, któremu znowu 
niezliczona liczba przypadków szczególnych odpowiada. Każdemu bowiem podstawieniu, czy ono 
jest linijnem czy też stopnia wyższego, odpowiada pewne przekształcenie, które znowu między sobą 
mogą mieć własności wspólne. W pracy niniejszej ograniczymy się tylko na trzech głównych przy- 
padkach czyli raczej rodzajach przekształcenia, t. j. na jednokładności, przekształceniu odwrotnem 
i przekształceniu kwadratowem. Teoryę jednokładności i przekształcenia odwrotnego podamy tylko 
pobieżnie i w głównych zarysach, ponieważ teorye te w każdej większej książce podręcznej szczegó- 
łowo sa opracowane, natomiast głównie zajmiemy się teoryą przekształcenia kwadratowego, która 
dotąd, o ile nam wiadomo, nigdzie szczegółowo nie została podaną. 


2. 


A 


Niech będą zyrycz i XıXəXa spółrzędne (trzylinijne czyli jednorodne) dwóch punktów, p i P, 
znajdujących się na dwóch oddzielnych płaszczyznach es i Ex, tak że punkt p(cyczez) odn. 
P(X,X;X;) leżeć będzie na e, odn. Ex; niech zachodzi dalej między z, a X; następujący związek : 


Xi "out + tt + at = Eriti, 
1 Xo = at, -- 223.02 ants = Eazili, 


CZYJ L az202 - ug3C3 = ZaziCiy 
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gdzie ziz oznaczać mają stałe raz na zawsze dane, w takim razie podstawienie to linijne (I) wyznacza 
nam przekształcenie lintjne czyli jednokładność (Homologie, Collineation). Rozwiązawszy bowiem 
układ I podług zi, otrzymamy : 
| Az =ALX, + Ax Xa-L Ax; X; = ZAX; 
Il Ax, = AX: -- AsaXa -+ AzX3 ZZAGaXŻ% 
(ADGz=ApX; -- AzXa -} Az X3 = SA; Xi 
gdzie 


Zii %12 %13 
A =| au az 423 | 
Q31 X32 %33 


oznacza wyznacznik współczynników układu I a A,. minory odnośne tego wyznacznika. Jeżeli 
teraz uit, - Uata + ugcz=u,=0 oznacza prostę na er, otrzymamy figurę jej pokrewną na Ex, 
skoro w u, =0 za z; podstawimy wartości w układzie II wyznaczone. Wykonawszy mamy : 


MZAGXA-WZApX; + EA X, "X ySu;Aqi F XsZwiA si + Xu Ai = XU, +- XU: + X5U; = Ux =0. 


Równania te, które są tożsamościowe, oznaczają widocznie prostę na Ex ; prostej więc na e, odpo- 
wiada prosta na Ex. W równaniu ostatniem oznaczają X; spółrzędne bieżące a 


| U "Ant + Art +- Agus = BA uiti, 
HI U= Ayti =} Aat- Agta =ZAxt, 
| U; = Ast -H Azalia -H Agztuz = E Agiti. 


Z układu III otrzymać możemy układ IV, gdzie w; wyznaczone będą przez U;; w ten sposób 
moglibyśmy się przekonać, że punktowi u, =0 na e, odpowiadać będzie punkt Ux =0 na Ex, 
gdzie znowu w i U, będą spółrzędnemi bieżącemi. Dalej krzywej drugiego stopnia us = 
=(W2; -H u2 + us)? = 0 (') na e, odpowiada znowu krzywa Ux*=0 na Ex , gdzie z, i X; są 
współrzędnemi bieżącemi. 


Widzimy ztąd, że jednej prostej, jednemu punktowi, jednej krzywej it.d., na e, odpowiada 
na Ex jedna prosta, jeden punkt, jedna krzywa, czyli jednemu elementowi odpowiada także jeden 
element, t. j. przekształcenie to jest Jednowartościowem. 


Jeżeli dalej a, =0 i b, =0 oznaczają dwie proste na es, to a; kóz = 0 oznacza pęk prostych 
przechodzących przez punkt przecięcia się a,=0 i b, =0. Toż samo oznacza i ax + dy = 0. 
W każdym razie jednak przyjmujemy, że k i A są zmienne. Skoro jednak k i » oznaczają dwie stałe 
wartości, natenczas mamy tylko cztery proste, az=0, b, =0, ax- kbe = 0 i a, -br =0, które 
przez jeden punkt przechodzą. Wartość ich stosunku nieharmonicznego jest $=k : >. Tym czterem 
prostym odpowiadają na Ex także cztery proste : Ax =0, Bx=0, Ax-kB, =0 i Ax -H2B; =0, 
gdzie A i B w tym samym stoi stosunku do a i ù, jak U, do u; Wartość ich stosunku nieharmo- 


RL 


(*) us3=0 oznacza symbolicznie : wynies u„=0 do kwadratu a potem napisz zamiast ui. w, tylko teik, Oczy- 
wiście przytem tik = Uki. 
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nicznego jest A= k: 2, czyli 3=A l.z. wartości stosunków nieharmonicznych czterech prostych lub 
punktów i ich odpowiadających są zupełnie równe. 


Przypuśćmy nakoniec, że obie płaszczyzny e, i Ex się pokrywają, t. j. że mamy jednę ale pod- 
wójną płaszczyznę, natenczas nasuwa się nam pytanie, czy zdarzyć się może, aby punkt « pokrył 
punkt X mu odpowiadający i aby prosta pokryła prostę jej odpowiadającą. Zdarzyć to się może 
tylko wtenczas, jeżeli spółrzędne z; równać się będą proporcyonalnie spółrzędnym X;, t.j. jeżeli 
X =pz I =U; 

Mamy natenczas : 

X = aut + Z12T2 +- Gą3C3 = p1, 


Xo = au L +- a222 -F a233 = pla, 


r AT + a322- a33T3 = pl 3, 
czyli : 

(zi — p)t1 + aia + agt = 0, 

aaTi Haz — p)Ta + asst =0, 


ugyCy -- 328a -- (033 — p)Ta =0. 


Rugując z tego wzoru Ti, £2, «3, otrzymamy szukany warunek pokrycia się dwóch pokrewnych 
punktów lub prostych w kształcie wyznacznika : 


ip 442 CZE 
Zg Uaą"p da =0V. 


a341 «32 33 — p 


Wyznacznik ten jest równaniem trzeciego stopnia co do p, z czego wynika, że można trzy razy p tak 
wyznaczyć, aby punkt pokrył punkt mu odpowiadający; to samo wypowiedzieć -można o prostych. 
Trzy więc punkta szczególne i trzy proste mamy, które się pokrywają z elementami im odpowiada- 
jacymi. Trzy te punkta tworzą trójkąt, trzy te proste tworzą £rójbok ; obie te figury zupełnie się nakry- 
waja czyli owe trzy proste są linijami łączącemi te 3 punkta. Dowód pozostawiamy czytelnikowi, który 
go w każdej znajdzie książce (*). 


Trzy więc są główne cechy, któremi się przekształcenie to jednokładnością zwane odznacza : prze- 
kształcenie to jest jednowartościowe, wartości stosunku nieharmonicznego czterech elementów i ich 
odpowiadających są równe i owe na końcu wzmiankowane trzy pary prostych i punktów, które jeden 
tworzą trójkąt. 


$3. 


Na podstawieniu linijnem opiera się także jeszcze inne pokrewieństwo figur, tak zwane przekszłał- 
cenie odwrotne ; nazwa ta pochodzi zapewne ztąd, że elementowi jednej klassy (punkt, linija) odpo- 


(1) SALMON : Kegelschnitte, p. 537. 
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TEORYA PRZEKSZTAŁCENIA KWADRATOWEGO. 5 
wiada element drugiej klassy (linija, punkt). Przekształcenie to odwrotne wyznaczają następne podsta- 
wienia linijne : PORENTA TE ET 

I Uz=ax C+ anta- ats, 
U= z321 -H azta- 033005, 
ATi = A uUi- An Us E Az; U3, 
LI Ar Anur Aa Ani 
Az = AU --A235U2+-As3Uz i 
| uZanXy-axX2+ aX3, 
II ua = X1 H a22 X2- a3X 3, 
\ uz= a13X1 -H 3X2- 33X3 


zkąd znowu podobny układ IV otrzymać możemy, gdzie X; przez u; wyznaczonem zostanie. Wszelkie 
ilości w tym § zachodzące mają to samo znaczenie co w § 2. 


Z natury tego podstawienia wynika już, że punktowi z odpowiada prosta U leżąca na płasz- 
czyznie Ex i odwrotnie. 


To samo przekształcenie zawarte jest także w następnem równaniu : 
f(aXj=aqt;X1-|- Aqa04 Xa Fast Xs H auX F at:X2+ 
-|- (ATA CE RYCZY + a32T3X9 + 3383X 3 = 


albo 

albo =af(X)+ esf(X)2sfs(X) 
s =X,/(z)-- X:A2)+Xsf(2), 

gdzie 


f(X) = auX -F aiXa -+ aiX3, 
fi(T) =0 11-4} aiL- 0aiT3. 


Jeżeli bowiem X, Xə Xa oznaczają spółrzędne jakiegokolwiek punktu na Ex i wartości te w rów- 
nanie powyższe podstawimy, otrzymamy : £x;/,(X)=0, gdzie «w, oznaczają spółrzędne bieżące. 
Równanie zaś to oznacza prostę na s; punktowi więc X na Ex odpowiada prosta na ez i odwrotnie. 
Jeżeli zaś punkt X przebiega prostę, to każdemu punktowi tej prostej odpowiadać będzie prosta 
na es; wszystkie zaś te proste przechodzić będą przez jeden punkt czyli tworzyć pęk prostych, punkt 
zaś ich przecięcia się odpowiada prostej, którą X przebiega. 


Niech będą dalej dane dwa punkta na Ex: X,X,X, i Y+Y:Y;, natenczas oznaczają dla pewnych 
i stałych wartości k i 4, X,-FkY; i X,--XY, spółrzędne dwóch innych punktów, które z X i Y na 
jednej prostej leżą. Wartość stosunku nieharmonicznego tych 4 punktów jest 3=k: A. Proste tym 
punktom odpowiadające otrzymamy, skoro te wartości w powyższe równanie za X podstawimy ; 
równania tych czterech prostych będą : 
zz;R(X)=0, zzsfi(Y)=0, 


zc;fi(X)-- kzc;f;(Y)z20 i zc;fi(X)-+ »ze;fi(Y)= 0. 
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6 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOW XII. 
Wartość ich stosunku nieharmonicznego jest A=k:> t. z. wartości tych stosunków są równe. 


Dla związków przeciwnych t. j. między prostą a punktem mamy równanie : 


A z JA 
F(uU)=ZApuzU., gdzie Ay=<— 
Jaz” 
Ait A A3 
a A= Q21 dag Qą3|. 
A31 a32 33 


Przypuściwszy nakoniec, że obie płaszczyzny się pokrywają, natenczas punkt X leżeć będzie na 
odpowiadającej mu prostej, jeżeli X; =pv;, a prosta u przechodzić będzie przez odpowiadający jej 
punkt, jeżeli u, =eU,. Wartości te podstawiwszy w równanie /(zX)=0 odnośnie /(uU)=0, otrzy- 
mamy w pierwszym razie /(z0)=0, a w drugim /(UU)=0; p i e możemy wyrugować. Ostatnie 
równania oznaczają, że wszystkie punkta, które przy nakrywaniu się płaszczyzn leżeć będą na odpo- 
wiadających im prostych, znajdują się na krzywej drugiego stopnia, /(cx)= 0 a wszystkie proste, 
które przechodzić będą przez punkta im odpowiadające, leżeć będą na krzywej /(UU)=0 czyli że 
będą stycznemi krzywej /(UU)=0. Obie te krzywe /(z2)=0 i f(UU)=0 są w ogólności od siebie 
różne i stykają się, jak łatwo można udowodnić, podwójnie. 


Z tego, cośmy dotąd powiedzieli, wynika, że i w przekształceniu odwrotnem trzy główne znajdujemy 
własności : przekształcenie to jest także jednowartościowem, wartości stosunków nieharmaonicznych 
czterech elementów i ich odpowiadających są równe, i nakoniec mamy przy nakrywaniu się płasz- 
czyzn całą krzywę punktów, które na odpowiadających im prostych leżą i całą krzywę prostych, które, 
przez odpowiadające im punkta przechodzą. 


$ 4. 


W krótkości i pobieżnie tylko skreśliliśmy w dwóch poprzednich $$ teoryę jednokładności i prze- 
kształcenia odwrotnego. 


Wypada nam teraz zająć się trzecim rodzajem przekształcenia, tak zwanem przekształceniem kwa- 
dratowem, którego teoryę obszerniej skreślić zamyślany. Już sama nazwa wskazuje, że przekształ- 
cenie to polega na podstawieniu kwadratowem. Najprostszym wzorem takiego podstawienia jest 
wzór następujący, którego bardzo często używać będziemy z powodu jego prostoty i łatwości 
w użyciu: 


/ i= Xis X, =Zsl3 
A | PE X3 zkąd . X= L£; B 
\ gz ZX,Xe X3 = 14t 


otrzymujemy nie uwzględniając stałego spółczynnika X;XəX;, który zupełnie opuścić możemy. 
Dwa le wzory A i B są także rozwiązaniem następujących równań : 
TyŃ2-- 4X; 2X1 20 i 
Xa- LX, 4 23X "0 
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We wzorach tych oznaczają xi spółrzędne punktu « na płaszczyznie e, a X, spółrzędne punktu X 
na Ex. Równania C są tylko szczególnym przypadkiem następujących równań ogólnych, które dla 
tego właśnie na większą zasługują uwagę : 

f(cX=Cap,rxX, = 2,F;(X)--c+F(X)-H z; F;(X)=0 i 


FCZ= EDTN. ZAK :(X)Ec.F'(X)-- T3F';(X)= 0, 


gdzie F;(x) i F'i(x) to samo mają znaczenie, co w poprzednim $ /;(2) a apm. = mr i by, = b,x; funkcye 
oznaczone u góry kreską różnią się tem od nieoznaczonych, że składają się z spółczynników by, a 
nie aw, zresztą innej różnicy nie mają. 


Równania wzoru I możemy rozwiązać co do z, i otrzymamy : 
pt =F;(X). F';(X)— Fy(X).F'.(X)=4, 
II pla =F;(X).F';(X)—F,(X).F'z(X)= 2 
cą =F;(X).F'.(X)—Fa(X).F'+(X)=4;. 

Równania wzoru tego (II) są drugiego stopnia co do X;; zrównane zeru oznaczają trzy krzywe 
drugiego stopnia. Krzywe te przechodzą przez trzy punkta, czyli krzywe te mają trzy punkta wspólne 
dla tego, że każde z tych równań jest wypadkową dwóch innych : rozwiązawszy bowiem np. pierwsze 
i drugie co do 


F;(X) : F';(X), 
otrzymamy z pierwszego: 


a z drugiego : 


zkąd wypada : 


| e 
czyli ż 
F.(X).F(X)—F(X).Fa(X) _ 
F'.(X).F'; (X) PA 
albo : 


F;(X).F'+(X)—Fz(X).F',(X)=0—=6;. c b. d. d. 


Mamy więc na płaszczyznie Ex trzy punkta, które nazwiemy głównymi; punkta te, które ozna- 
czymy przez zı, a», as wielkiej są wagi, jak w dalszym ciągu pracy zobaczymy. 


Równania wzoru I napisać można także pod następującym kształtem : 
f(zX)=X;/(x)-X2f:(0)+ Xf) i 
f'(zX)=X1f'(e)-Xsf's(2)-F Xaf's(2), 


dze fi(x) i f'(x) to samo mają znaczenie co w poprzednim § fi(x); /i(z) różnią się tylko tem od 
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kreskowanych f'(x), że pierwsze mają współczynniki ap, drugie zaś bœ.. Rozwiązawszy te równania 
co do X; otrzymujemy : 


X, = f(x). f'a(£)— falx) TEGN 
I aXa=f3(t).f'1(1)— fy(z).f's(1)=$e, 
aXa=/1(2).f'2(7)—f3(1) .f'1(0)=243. 


Równania tego układu (IHI) zrównane zeru mają widocznie to samo znaczenie, co równania 
układu II, gdyż każde z nich jest wypadkową dwóch drugich. Krzywe więc, które te trzy funkcye 4; 
reprezentują, mają także trzy punkta wspólne fy, £:, 53. Trzy te punkla główne leżą na płaszczyznie ev. 


To, cośmy tu powiedzieli o równaniach układu II i III, odnosi się także do równań układu A iB, 
które są tylko szczególnym przypadkiem układa II i III. 


$5. 


Równania układu I są w prawdzie co do «,i X, formami kwadratowemi, dla z; lub X; z osobna 
formami stopnia pierwszego. Rozumiejąc więc pod zi spółrzędne punktu z danego na e, i wartości 
te w równania wzmiankowane podstawiając, otrzymamy z układu I równania dwóch prostych, 
których punkt przecięcia się X odpowiada dawnemu punktowi z. To samo tyczy się równań układu 
równań C. Widzimy więc, że jednemu punktowi na e, jeden punkt na Ex odpowiada, zatem prze- 
kształcenie kwadratowe powinno być jednowartościowem. Jednakże rzecz się tak nie ma! Na 
każdej bowiem płaszczyznie mamy trzy punkta osobliwe, któreśmy nazwali głównemi albo stałemi, 
którym nie jeden punkt ale niezliczona liczba punktów prostej odpowiada. Dla punktu bowiem a; 
czyli Xą:= X3 =0 otrzymujemy z układu B: 


tet i zydą =0 czyli 2,=0 


t. z., punktowi «, na Ey odpowiada prosta x, czyli prosta 2:33 na ex; tak samo odpowiada punk- 
towi aa(X, =X3=0) odn. «(X =X.=0) prosta z, czyli gy5s odn. x, czyli prosta B4fą. I od- 
wrotnie : prostej z, =0 odpowiada z układu A: X;X2=0 czyli Xa=0i X3=0 . . punkt m; 
tak samo odpowiada prostej z, =0 punkt X, =X;=0 czyli a; etc. I przeciwnie! Przekształcenie 
to więc nie jest jednowartościowem ! 


Punkt w niech przebiega prostę le = 4,44 + l£: + l4cz = 0; każdemu punktowi tej prostej od- 
powiadać będzie podług powyższego także punkt. Pytamy się oczywiście, czy te punkta X także na 
jakiej prostej znajdować się będą. By znależć miejsce geometryczne punktu X, dość wartości 
układu A lub II podstawić w równanie danego miejsca, tutaj w le =0. 

W pierwszym razie mamy : 

LXsX; + LXX; + 14X,X3 =0, 


w drugim: 
lib, =- lað + lað = 0. 


Tak otrzymane równania są stopnia drugiego, reprezentują więc krzywe drugiego stopnia, czyli 


punkta X odpowiadające punktom æ prostej /,=0 leżą na krzywej drugiego stopnia t. j. proste 
odpowiada krzywa drugiego stopnia. Czterem punktom jakiejkolwiek prostej L na ez odpowiadają 
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cztery punkta pewnej krzywej K, o stosunku nieharmonicznym tych 4h punktów krzywej Kə wcale 
mowy być nie może. Naturalnie co się powiedziało o płaszczyznie Ex, odnosi się także do płasz- 
czyzny ©. 


Mając daną krzywę ne” stopnia, K, : 
Uz=(ht + laz: + has) =0, 
otrzymamy krzywę jej odpowiadającą, podstawiając za x; wartości układu A lub II. 
Równanie tej krzywej będzie : | 
(L, + 1332 + 1493)" = Kn = 0, t z. 
krzywa ta będzie stopnia Żne”, bo już %; jest stopnia 28°, 


Przypuśćmy teraz, że oddalenie obu płaszczyzn zmniejsza się i że w końcu redukuje się na zero, 
t.j., że obie płaszczyzny się pokrywają. Aby punkt « na e, nakrył punkt mu odpowiadający X 
na Es , potrzeba, aby 2; =pX;. 


Wartości te podstawiwszy w równania układu C lub I; równania te zamienią się w pierwszym 
razie na : 
Lige +- L83 Lt = 0, 
bę 
43 |-T21; F tat =0, 
a w drugim na : 
f(zzy=Zaptixtn =0, 
r 
(f/(caj=Zbjp tyt, =0. 


To znaczy : że w pierwszym razie, gdzie obie funkcye są sobie równe, mamy niezliczoną liczbę 
punktów, które pokrywają punkta im odpowiadające; punkta te leżą na krzywej stopnia Że: 
LLa F L83 + Lw = 0; że w drugim razie i to w ogólniejszym, mamy dwie krzywe 2* stopnia, dwie 
te krzywe przecinają się w 4%%* punktach, a więc mamy cztery punkla z, które nakrywają odpowia- 
dające im. W szczególnych zatem przypadkach liczba ta może się powiększyć. 


Doszliśmy więc w badaniu naszem do następującego rezultatu : trzy są główne cechy, któremi się 
odznacza przekształcenie kwadratowe : przekształcenie to nie jest jednowartościowem, o stosunku nie- 
harmonicznym czterech punktów prostej i ich odpowiadających mowy być nie możei przy nakry- 
waniu się płaszczyzn liczba punktów pokrywających się przewyższa 3. Własności te okazują zarazem, 
o ile się przekształcenie kwadratowe w cechach głównych różni od jednokładności i przekształcenia 
odwrotnego. 


6. 


Widzieliśmy wyżej, że krzywej K, odpowiadała krzywa K:n a mianowicie, że krzywej stopnia 18" t.j. 
linii prostej odpowiadała krzywa stopnia 2e%, Pytamy się teraz, czy zdarzyć się może, aby prostej odpo- 
wiadała także prosta. Nicch będzie prosta dana /,=0, krzywa jej odpowiadająca daną będzie ró- 
wnaniem : 

tas RI + hat: -} lids =; 


albo : 
L=, -- kg +-d$z = 0, 
gdzie 
e 4 
l 4 ~ 1 
ART: IV: 2 
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Równanie to pokazuje, że wszystkie krzywe 2e stopnia, które odpowiadają figurom znajdującym 
się na ex, koniecznie przechodzić muszą przez owe trzy punkta wspólne krzywym %, t. j. przez 
punkta a;, z, 23, i przeciwnie, wszystkie krzywe odpowiadające figurom płaszczyzny Ex przechodzą przez 
punkta 6:,53,5;. Równanie powyższe przedstawia nam pod każdym względem krzywę 28" stopnia; 
krzywa ta może jednak w 3** przypadkach przekształcić się na dwie lub jednę podwójną prostę. Potrzeba 
bowiem tylko, aby wyznacznik równania L równał się zeru; wyznacznik ten będzie co do k i ) równa- 
niem 3# stopnia, można więc trzy wartości stosunku ki) wynaleźć a za każdym razem krzywa L zamieni 
się na dwie proste; oczywista, że dwie te proste także przez punkta zy, z2, zs przechodzić muszą. Jeżeli 
Xi, X: 


dalej równanie krzywej L rozwiązane co do yig ma jeden tylko, t.j. podwójny pierwiastek, na- 
13 3 


tenczaskrzywa L przekształca się w jednę, ale podwójną prostę. Prostata odpowiada potem prostej /,=0. 


Prosta /,=0 znajdowała się na płaszczyznie ex; krzywa L=0 odpowiadająca prostej /,=0 leży 
na płaszczyznie Ex . Idąc teraz drogą odwrotną szukamy do krzywej L=0 figury jej odpowiadającej 
na es; podług ogólnego prawidła figura ta będzie krzywą 4+* stopnia, równanie jej zaś będzie : 


L=L8,(7) +t) + laale) =0. 


Równanie to, które oznacza : podstawić w %, zamiast X, wartości układu III pi, jest rzeczy- 
wiście stopnia 4:*. Tymczasem wiemy, że prosta ls =0 była tą figurą, której L=0 odpowiadała; 
idac więc droga odwrotną, musielibyśmy znowu trafić na /,=0 a nie na krzywą L' =0 stopnia 4**. 
Sprzeczność ta da się jednakże wytłomaczyć; prosta /,=0 i krzywa L'=0 nie są wprawdzie toż- 
samościowe, ale krzywa L' =0 zawiera w sobie prostę /,=0. Zrozumiemy to na przykładzie ogólnym. 
Niech będzie dana na płaszczyznie e, krzywa K,, natenczas odpowiada jej na płaszczyznie Ex 
krzywa Kə Krzywa Ką, przecina oczywiście każdą z linij głównych czyli fundamentalnych ß:6;, 
Bai, B133 W n punktach, całej zaś linii 5453, ete. odpowiada tylko, jak wiemy z $5, jeden punkt z, ete. 
a więc Kan przechodzić musi u razy przez każdy z punktów a, a, æs. Jeżeli dalej owe n punktów 
krzywej Kņ na linijach fundamentalnych BBs, etc., leżą odosobnione, natenczas i gałęzie krzywej Ku, 
odosobnione być muszą. Krzywa Ka przechodzi przez jeden z punktów py, a, s» W takim razie 
krzywa K., będzie miała gałęź stałą przechodząca przez jakikolwiek punkt prostej zaas, zai, «122, 
odpowiadający punktowi 54, 52, Bs, pozostanie więc jeszcze krzywa (2n — 1)e? stopnia a ta przechodzi 
już tylko po (n — 1) razy przez prostę asas, zsz aaa. ('). 


Zastosujmy rozumowanie to do przypadku linii prostej. Prostej K, przecinającej linije fundamen- 
talne : 8253, Baßi, PBa odpowiada krzywa Kə, która przechodzi przez punkta ai, 23, as, jako od- 
powiadające owym linijom fundamentalnym. Krzywej K+ odpowiada krzywa 46° stopnia K,; krzywa 
ta dzieli się na dwie gałęzie, jedna z nich przecina linije 6:83, 631, 5183 po razie i jest tą samą 
co Kı, druga gałęź przecina te same linije po 3 razy. W ten sposób usunęliśmy sprzeczność, jaka się 
nam przy niniejszem badaniu okazała. 


SWE 


Nie od rzeczy będzie na tem miejscu wspomnieć o wyznaczniku funkcyjnym owych trzech form 
kwadratowych, które przedstawiają trzy krzywe 26 stopnia mające trzy punkta wspólne. Wy- 


—|_„_—„)J„—2—„—Ź ) ) ) OSK 


(1) CLEBSCH, Geometrya analityczna. 
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znacznik bowiem funkcyjny układu III zostaje w szczególnym związku z rezultatem podstawienia 
wartości tego układu w jakiekolwiek z; układu II. 


Wykonanie tego podstawienia i obrachowania wyznacznika funkcyjnego układu III przedstawia tu, 
chcąc w zwykły i prosty postępować sposób, niezmierne trudności, w sztuczny zaś sposób, o którym 
wiemy że istnieje, dotąd nam się nie powiodło zadawalniającego rezultatu otrzymać. Ograniczymy się 
więc tylko na układach A i Bi na przykładzie, który tyle nie przedstawia trudności. 


Podstawiając w układzie A wartości układu B, otrzymamy : 
Ti =. 4 ala =2;.M. 


t.z. xi równa się z; pomnożonemu przez stały czynnik £££ i odwrotnie X; = X;X;X:X;. Wy- 
znacznik zaś funkcyjny układu B, otrzymujemy różniczkując każde X, podług 24, £2, £s, i z tych 
9 wartości układając wyznacznik; wyznacznik ten będzie : 


0 Ją T3 
—AE" 0 Tı |= DLiLL3. 
[z Tı 0 


Widzimy ztąd, że wyznacznik ten różni się od owego czynnika M stałym czynnikiem liczbowym 
(tutaj 2), dalej, że czynnik ten będący stopnia trzeciego składa się z trzech funkcyj stopnia pierwszego 
(tutaj 2, = 0, 12 =0, z3 =0), które to funkcye są równaniami wyżej wspomnianych trzech lini 
głównych B283, 8351, BBa- 


To samo powiedzieć możemy o układzie B i wyznaczniku funkcyjnym układu A. Na potwierdzenie 
powyższych zdań podajemy przykład niniejszy : niech będą dane dwie zresztą ogólne funkcye stopnia 
drugiego o trzech wyrazach : 


(4C2X3 -Qy13X, +- lat X =0, 
bX + bąc;X; > byczX, =0. 
Równania te rozwiązując podług z, i X, otrzymamy : 
Li = QqbyX3X2 — aab4X 4”, 
A § Ze =aab2zX 4 X3— ag0,Xa*, 
\ L3 = azb;X,X2— a,0,X4* i 
| Ki = aab? — Abh Ll3, 
B { X: = ba te? — Qb ,T3, 
\ Xa = bila2? — abl 12. 
Podstawiając wartości układu B np. w z, układu A, otrzymamy : 
| Baybąaobzazb4T yC4T3 
BŁSZAĄ 
— 03b: abx,’ 


— a4*bą?axby Ta? 
=2M. 


— az by abr? 
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Wyznacznik zaś funkcyjny układu B równa się : 
Zazbycy, — Ubi, —ayby tą 
A= | —0:2b:13, ahta, —aodxt; 
—azbzcz, —azbzt,, abita 
M ( Baybyazbzazbz Ty 313 
ii e a3*błagbzcy? 
— a,b azb r? 
— a? bP abat’ 
czyli = 
Nakoniec ogólnie udowodnimy, że wyznacznik ten składa się z trzech funkcyj linijnych. 
Równania nasze ogólne układu I w $ 4, symbolicznie i tak pisać możemy : (*) 
f(ZX)=dagax = dzx = Czyx , 
FOX) = d zas ZVyfx=czy'x. 
Rozwiązawszy je mamy : 
Ti =(AA')iax ax = (bb')iBx B's — (ec')iyx y'x » 
a Xi=(aa')idra' z =(56')ibab' o = (gy iCal z: 
Wyznacznik zaś funkcyjny układu X; równa się albo : 
(aa), (EBU (yy) 
A =(aqa' z + ayaz)(Ób' z + B'sbzy(esc'z + €'s€z) . | laaja (58a (9): 
(za'a (BB): (yy): 


= A'a a'as)(bzb' z b'aba) (Catit A c'sta)ilaa') (860')yy')), 
albo też : 


UAA aiar, AAt- d'Ar, azat -A a'sar 
A= (aa')4 B5)s(3y'): UUE: -t- bb, bab z -- bab, bąb' x -- b' zda 
tt'e C4Cz; CzC'g-|-C'ąCgy C3C' r +-€'3Cz 


= |aa'), (55:(77')v.%. 


(') Symbol arax =... Oznacza: wymnóż arax =... i postaw aka = bki =... dh, 
a'kah. =b'kfhh ="... ba. Symbol : 
(aa'y=Qi+40'i42 —Gi+2Q'j4,, gdzie ay = ay 


a;=dą. 
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7 tego wynika : 
(ma'x F 002) (bab! 5 + 6'9b2)(C3€' c-|- e'scz) (ax')(55')(yy' 


=(aa'|+(B6')2(7y )3-* 
f (aa')(58')(77') } = p(aa') (68')al77)3 


A =p. (22'e -Ha ax). (68')a(bb' z + b'abx)-(yy")al Cat z + 31). 


czyli 


a więc : 

Każdy z tych czynników jest symbolicznym, można go więc bez naruszenia owego podziału 
zupełnie przez az, i 6, wyrazić, gdyż właśnie pod ap. rozumiemy axa,=by3, = Cry; tak samo 
i bę Za pa, = b'ta =Chy,; współczynnik zaś p oznacza liczbę. 


W ten sposób dowiedliśmy, że wyznacznik ten składa się z trzech funkcyj linijnych; każda znich 
oznacza jednę z trzech prostych głównych. Wyznacznik bowiem funkcyjny przedstawia krzywę 
stopnia 36, którą krzywą Jacobiego nazywamy; skoro zaś te 3 krzywe stopnia 2° , których wy- 
znacznik funkcyjny jest krzywą Jacobiego, mają trzy punkta wspólne, krzywa Jacobiego przekształca 
się w trzy proste łączące te punkta; przypadek ten ma właśnie miejsce w niniejszem przekształceniu, 
wyznacznik więc ten zawsze się na trzy czynniki linijne rozłożyć musi. 


$ 8. 


Jeżeli w ogólnych wzorach układu I szczególne wartości za ap i by, podstawim, to główne 
cechy charakterystyczne dla naszego przekształcenia o tyle się tylko zmienić moga, o ile charakteru 
przekształcenia tego nie zatrą. Głównie trzy mamy przypadki szczególne, które nas następnie zająć 
mają : obie formy układu I mają być 4° symetrycznemi, 2 znakozmiennemi a 3° jedna ma być 
symetryczna, druga znakozmienna. Zadaniem naszem będzie poznać, o ile się zmienią własności 
charakterystyczne w podanych przypadkach a zwłaszcza przy nakrywaniu się obydwóch płaszczyzn. 


1° Jeżeli obie formy : 
1 (rX)= Ean ==0, 


f/(IX)=CbpathXh =0, 
mają być symetrycznemi, natenczas musi ay, ay i b= bp. Obie formy oznaczają wtedy równania 
biegunowych odniesionych do dwóch krzywych : 
~ f(11)=Zaoptzkt =0 i f (cz)=Zbptkt> =0. 

Biegun ich wspólny jest punktem zx, a punkt ich przecięcia się jest szukanym X odpowiadającym 
punktowi z. 

Przy nakrywaniu się płaszczyzn punkta z i X tworzą punkta sprzężone. Punkt X bowiem jest 
punktem przecięcia się obydwóch biegunowych punktu z, leży więc na nich razem a zatem jego bie- 
gunowe przechodzić muszą przez punkt z, czyli z leży na obydwóch biegunowychfpunktu X t. z. x i X 
są sprzężone. Dalej drugą własnością tego przypadku jest nakrywanie się obydwóch trójkątów spół- 
rzędnych. Równania jego trzech boków zawarte były w wyznaczniku funkcyjnym, o którym wyżej 
wspomnieliśmy. Ponieważ obie formy są symetryczne, pisać je możemy symbolicznie w ten sposób 


ZaaTRKM 2 A = bzbx = (zl. = 0, 


Zboa Xi ZO zx = Vzb'x = zl» =0, 
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a ztąd : 


xı =(aa');ax Ax = (bb')i bx b'x =(cc')iCx Cx, 
Xi= (aa');aza' z = (bb')ibrb' z =(cc'); Cyc x. 


Spółczynniki obydwóch układów są zupełnie sobie równe a więc i spółczynniki wyznaczników 
funkcyjnych obydwóch układów będą równe, czyli równania boków obydwóch trójkątów będą równe 
to znaczy że jedne i te same prosle będą przedstawiały, zczego wynika, że oba trójkąty muszą się nakry- 
wać t. j. ay, 23, zs, nakryje ĝi, 53, 83. Dalej ponieważ punktowi 5, odpowiada prosta 22;, która jest 
tożsamościową z $25;, ta prosta dalej jest biegunową punktu 5,, trójkąt więc ten spółrzędny po- 
dwójny tworzy 3 pary punktów sprzężonych, bo każdy bok jest bieganową wierzchołka przeciw- 
ległego, a wierzchołek biegunem boku przeciwległego. 


Równania tych trzech boków odpowiednio biegunowych niech będą A, = 0, B,=0 i C,=0. 


Wprowadźmy teraz nowe spółrzędne 6,553, w ten sposób, że : 


Gi = Ax, 
a = Bz, 
da == Cr, 
kąd mamy : 
cy =P; 
tą =(;, 
Cę=R;. 


Podstawiając wartości te w układ X; =(aa');aza', otrzymamy równania trzech krzywych, odnie- 
sionych do trójkąta biegunowego; równania takie zawierają tylko kwadraty spółrzędnych, czyli 
będzie : 

X= pi% -H pała” + pst”, 

Xa = q? q% +- 45633, 

Xa = rka? ++ rażą? + raka”. 
Wyznacznik zaś funkcyjny tego układu będzie : 


PUJE 2paĘ2, 2pską 
=A |2151,  Zqoża, 29:63 | = 8(pgr)Z ibs, 
2r, 2račo Arab; 
czyli równy iloczynowi boków trójkąta pomnożonemu przez czynnik 8(pgr), jak to można było prze- 
widzieć, 


Kreślenie figur geometrycznych tutaj zachodzących nie przedstawia wiele trudności ; polega bowiem 
onotylko na wyprowadzeniu biegunowych lub oznaczeniu biegunów. 
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PZA 
© 


2X Obie formy : 
ZaktAK, =0 I Zb tzXi =0, 


niech będą znakozmienne, natenczas musi być aa=— mr, Czyli ap. 0k =0, a więc a =0. 
To samo odnosi się do bx. Formy te będa miały tylko po 6 wyrazów : 
I t(@aXa+ aX) La (a21 X1 + 33 X3)-|-.03(a9,X; + az3X4)—=0, 


I c;(dbpuX2 -4 bX) +22 (ba X, + Da3Xa) + T3 (bz X, bX) =0, 
z czego np. 


pry =X P(ânba — bag) + X4X2(a2yb 2 — asb) 4X 1X3 (agybzy — 09,45). 


Podobnie <, «cz i t. d. 
Gdy obie płaszczyzny nakrywają się, t. j. dla z,=X,, otrzymujemy : 


Zante. = Zb, chc, = 0, 


obie formy równają się tożsamościowo zeru. 


Wypadek ten dwojako tłomaczyć możemy, albo nie ma żadnego elementu, któryby nakrył element 
mu odpowiadający, albo też wszystkie punkta œ leżą na punktach X. Oczywiście że tylko ostatnie 
tłomaczenie przyjętem być może; boć główne cechy powinny być zachowane, mówiliśmy zaś, że 
przynajmniej 4 punkta mają tę własność, że się nakrywają z punktami im odpowiadającemi Z tej 
własności, że wszystkie punkta w nakrywają się z punktami czyli elementami im odpowiadającemi, 
wynika dalej, że punkt 5,, któremu odpowiada prosta 2:23, na tej prostej 8, leżeć powinien, tak 
samo ĝa na ziza, A fs NA aa. Jeden trójkąt byłby wpisany w drugi. Jednakże lak nie jest! Formy 
bowiem, na których ten przypadek się zasadza, tak pisać możemy : 

Uz3 Q3 Q2 
ZJ 5 y| =0, 


Xi Ke- A 


bzs bzi bia 
M=|q Z Z|=0. 


X X X 


Pierwszy wyznacznik oznacza, że trzy punkta (£i£a£3), (X,X4X;), (az3431412) leżą na jednej linii, 
to samo wyraża drugi wyznacznik o punktach (£££), (X4X:X5), (b33bzıb12). Ponieważ zaś ap. i by, 
są stałe, dwa te punkta, które dla skrócenia nazwiemy a i b są także stałe. Rzecz więc tak się ma! 
Mamy dwa punkta stałe, a i b; punkt X otrzymamy, skoro wyszukamy proste odpowiadające 
punktowi ©, punkt ich przecięcia się X jest szukanym. Proste te przechodzą jednakże podług 
powyższego przez punkt z i punkta a i b, przecinają się więc w punkcie «, a więc © musi sam 
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sobie odpowiadać. Zgadza to się z rezultatem powyżej wypowiedzianym. Otrzymujemy więc figurę na- 
stępującą : jedna prosta odpowiadająca punktowi z przechodzi przez a, druga przez », punkt przecięcia 
się jest punkt © sam, a więc © odpowiada sobie sam. Punktowi a odpowiada zaś prosta ab, a punk- 
towi b prosta także ab, a więc ai b są dwoma punktami z owych trzech stałych i głównych. A gdzie 
trzeci? Trzeciego nie ma! Dwa punkta bowiem złączyły się w jeden a owe trzy krzywe, które miały 
mieć trzy punkta wspólne, mają tylko dwa punkta wspólne : w jednym wszystkie trzy się stykają 
a przez drugi przechodzą wspólnie. Wniosek ten potwierdza także budowa ich równań, które 
tylko jedną spółrzędnę mają w kwadracie i dwa jeszcze wyrazy. Trójkąt więc spółrzędny, którego 
równanie zawiera wspomniany wyznacznik funkcyjny, składa się tylko 
z jednej prostej ab; stosownie do tego równanie wyznacznika funk- 
cyjnego powinno być funkcyją linijna wyniesiona do 3% potęgi „o czem 
ławto się możemy przekonać. Nazwawszy 


Q2,4b3, — Azbi) = a 


, 


A44b32 — a 2934) -b, 


(az3bz1 üz1bz3) =€ 
otrzymamy lill rozwiązując: 


pry =0X; + DX, Xa+ cX;X;, 


oLa = Xè aXX: + CXX 


pls = CX 3° +- aXX, + CX 3X, 


jako równania trzech krzywych, które stykają się w jednym punkcie a przez drugi wspólnie prze- 
chodzą. Wyznacznik fankcyjny tego układu równa się : 


2X,a ++ BX + 0X, bX, A cX; 
A | aXą , aX, 2X: CX, CXa | 
aX; , bX; , aX, 5X XX, 


2{aX, -bX + cX,|? lo znaczy prosta potrójnie liczona, c. b. d. 


$ 40. 


30 Jeżeli jedna z danych form jest symetryczną : 


I ZapiczX; =0, gdzie am =A,k, 


a druga znakozmienną : 
oku 44 


II dy Tą Z, |==0, gdzie by, + bk =0, 
X, X, X 
i obie płaszczyzny nakrywają się, natenczas punktowi z odpowiada punkt X, który będzie punktem 


przecięcia się biegunowej punktu æ odniesionej do krzywej £Zaw.zyr, =0 i prostej łączącej punkt « 
z punktem b (basbxyb,3), jak to z obydwóch równań I i II widzimy. Liczba punktów zaś, które w tym 
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przypadku samym sobie odpowiadają, jest niezliczenie wielką, wszystkie te punkta znajdują się na 
krzywej £Zay,.c„e, =0. Bo dla «=X, pierwsze równanie zamieni się na Zay,zyc, =0, a drugie daje 
tożsamościowo zero : 0=0. To znaczy : mamy całą krzywę Zagcye, =0 punktów, które sobie 
samym odpowiadają. Zupełnie to jest naturalnem : biegunowa bowiem takiego punktu æ przechodzi 
przez ten sam punkt z czyli jest styczną w tym punkcie do krzywej 
Zatjtx=0, punkt więc przecięcia się jej z prostą x jest sam punkt z 
to znaczy że z odpowiada sobie sam. 

Jaki zachodzi dalej stosunek między obu trójkatami fundamen- 
talnemi? 

Jeżeli ac oznacza daną krzywę Zagcyt, =0, b zaś stały punkt 
b(basbsıb12), natenczas stały punkt b i punkta ai e przecięcia śię jego 
biegunowej z krzywą tworzą trójkąt fundamentalny na jednej płasz- 
czyznie. Bieganowa więc i styczne punktu b tworzą jego boki. Że 
punkta a, b, e tworzą trójkąt spółrzędny wynika z lego, że im nie 
punkta, ale proste odpowiadają, jak przy trójkącie fondamentalnym 
być powinno. Zważając bowiem, że X jest punktem przecięcia się 
biegunowej punktu æ i prostej łączącej punkt z z punktem ġ, otrzy- 
mamy podług tego samego wykreślenia dla a, b, c nie trzy punkta, ale trzy proste. I tak : punktowi 5 


odpowiada bok ac, punktowi a bok a, punktowi c bok bc. Z tego wynika dalej, że te same boki 
i te same punkta tworzą trójkąt fundamentalny na drugiej płaszczyznie, który nazwiemy ABC, ale 
zachodzi przytem pewna różnica. 

Wiemy, że punktowi a, opowiada bok 528, it. d. czyli bok mu przeciwległy. Zastosujmy to do 
tego przypadku. Natenczas będzie b= B, a=Q, c= A apunktowi b odpowiada bok AC, punktowi a 
bok BC, punktowi c bok AB. Oba więc trójkąty tak na sobie leżą, jak powyższa wskazuje figura. 

Wykreślenia podane tutaj nie przedstawiają żadnych trudności, gdyż polegają tylko nakreśleniu 


biegunowych i linij prostych. 
814. 

Teorya przekształcenia kwadratowego zasadzała się, jak widzielismy, na trzech funkcyach kwa- 
dratowych przedstawiających trzy krzywe, które miały trzy punkta wspólne. Równania ich były: 
Ty = F(X )F'a(X)— F;(X)F'.(X) =$,, 
lą = F(X )E' (X) — F;(X)F';(X) = da 

acz =F, (X)E'(X)— F.(X).F';(X)=4;. 
Trzy takie funkcye mają tę własność, że 
SMit; =M,$, -+ M29, -+ Mo% —0, I 
INi% 


Ni, + Nyga + Na% Z 0, 


gdzie M, i N; oznaczają dwa razy po trzy funkcye linijne, które możemy łatwo znaleźć. Mamy 
bowiem (' 
JM, M, M 


(') Zamiast F;(%) stale pisać będziemy F; a zamiast fi(œ) stale fis 
ART. II. 3 
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wyznacznik ten będzie natenczas tożsamościowo zerem, skoro dwa rzędy zupełnie sobie będą równe, 
czyli dla M; =F; lub dla M; =F. Tak samo i 


lożsamościowo będzie zerem dla N; =F; i N.=F;,. 


Temi dwa razy po trzy funkcyami linijnemi, które powyższą mają własność, sa właśnie owe F; i F';. 


I przeciwnie, skoro trzy funkcye kwadratowe mają tę własność, że : 


zM,p,=0 i zN;b, —0, 


natenczas trzy krzywe przedstawione przez owe trzy funkcye mają trzy punkta wspólne. W przed- 
stawieniu niniejszem wyszliśmy z dwóch form podwójnych : 


Zand =0 i Zd tryX, = 0, 
z których otrzymaliśmy $, i yi W§ 4. 


Teraz przeciwnie wyjdziemy z trzech form kwadratowych %,, mających tę własność, że krzywi: 
przez nie' przedstawione mają trzy punkta wspólne a dojdziemy do 
owych form podwójnych 


IAKA 1 ZdptzXz. 


Mamy więc dane trzy krzywe stopnia 28° gy, #2, s, mające trzy 
punkta wspólne; trzy krzywe stopnia drugiego przecinają się zazwyczaj 
w 12 punktach, ponieważ zaś dwa punkta mają wspólne, przecinają 
się więctylko w sześciu punktach. Tesześć punktów tworzą sześciobok, 
w który wpisany jest trójkąt powstały przez połączenie owych trzech 
punktów wspólnych, w ten sposób, że do każdego boku jego przyty- 
kają dwa boki sześcioboku. Niech będą równania boków sześcioboku 


r" Mi, Ma, Ma, Ni, Na, Ns, 


a równania boków trójkąta : Sı, 8:, Sz; natenczas możemy równanie każdej z krzywych %, wyrazić 
dwa razy przez dwa z boków S4, Sə, Ss i dwa razy po dwa z boków M; i N;; itak: 


ğı = M:S, + N:S: =0 i 
$, =M;5, + N:S: = 0, 


Rugując z tych równań S, i Są otrzymamy 


4, =M;N; — NM;, 


tak samo : 
P; =M N; — N;M;, 


0, = MN; — N,M;, 


Summa zM,g,=z0 i IN; 0, ; 
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ponieważ %; mają trzy punkta wspólne. Równając teraz : $;=«c;,, ponieważ M, i N; mają mieć X; 
jako spółrzędne bieżące, otrzymamy : 
sı ==M3N; —N.M;, 


z= M;N, — N3M;, 
xz= M,N: — N,M, 


czyli : 
£Mı -- £ąM-- £zM;=0 i 
£N, -+ LN: FHN =0. 


Dwa te ostatnie równania są formami kwadratowemi podwójnemi ; skład ich jest zupełnie podobny 
do owych form kwadratowych, z których wyszliśmy, t. j. do 


Zarz, =0 i 


Eba trXK = 0. 
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